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Анализируется противопоставление понимания математического доказательства
его формализации. Показано, что в этом противопоставлении смешаны две проблемы:
соотношение математической логики и математической практики доказательства и соот-
ношение математического и формального доказательств. Демонстрируется, что математи-
ческое доказательство, являясь содержательным, имеет целью объяснение, тогда как фор-
мальное доказательство лишено смысла и ограничивается представлением правил. Анали-
зируется претендующая на то, чтобы преодолеть это противопоставление, стратегия
Д. Макбет, согласно которой целостная система знаков соотносится с математическими
идеями, которые выражены в обыденном языке, и логическая реконструкция перевода
этих идей в серию манипуляций со знаками упускает из виду содержание идей. Показана
уязвимость такой позиции и вместо нее предлагается интерпретация интенсионального
содержания математического дискурса как результата перевода математического утвер-
ждения в формальную систему.
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UNDERSTANDING OF THE MATHEMATICAL PROOF:
LOGIC vs. MATHEMATICS

The article analyzes the opposition of the understanding of the mathematical proof
and its formalization. It is shown that two problems are mixed in this opposition; those are
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the relation between mathematical logic and mathematical proof practice and the one be-
tween mathematical and formal proofs. It is demonstrated that the mathematical proof being
meaningful aims at explaining, while the formal proof is meaningless and confines itself to
representing the rules. The strategy of D. Macbeth, which claims to overcome the men-
tioned opposition, is analyzed. According to this strategy, the integral system of signs is
correlated with mathematical ideas that are expressed in ordinary language and the logical
reconstruction of the translation of these ideas into a series of manipulations with signs
loses sight of the content of the ideas. The vulnerability of such a position is shown and
instead an interpretation of the intensional content of mathematical discourse as a result of
the translation of a mathematical statement into a formal system is proposed.

Keywords: mathematical proof; understanding; logic; mathematics; language of
mathematics

Одной из наиболее интересных тем в философии математики по-
следнего времени является концепция понимания математического
доказательства в противовес формальному его представлению. Сама по
себе проблематика подобного рода взывает к широкому кругу тем – от
роли математической логики и теории доказательства до семантики
математического дискурса. В этих дискуссиях все громче звучат при-
зывы к признанию важности неформальных контекстов, вплоть до по-
пыток создания логики неформальной математики. Преимущества не-
формальных контекстов состоят прежде всего в том, что они представ-
ляют собой практику математики. Если не принимать во внимание
ранние интуиционистские идеи Л. Брауэра, согласно которым язык не
является адекватным средством математического творчества, практика
здесь понимается как выражение в естественном языке идей и концеп-
ций математики. Естественно, что в связи с этим возникает вопрос
о месте математической логики, которая была призвана устранить «ес-
тественную расплывчатость» естественного языка. Этот процесс уст-
ранения расплывчатости  непосредственно связан с усилением строго-
сти математического теоретизирования.

Строгость подобного рода имеет много вариаций и градаций, но
конечным этапом в этом ряду является «механизация» процесса дока-
зательства, представляющего собой формальную структуру манипули-
рования знаками по четко определенным правилам. Именно этот «ме-
ханический» характер фрагмента математического мышления (а имен-
но доказательства) часто противопоставляется творческой активности
в получении доказательства. Это противопоставление имеет ряд аспек-
тов, одним из которых является противопоставление манипуляций с не
обладающими значением знаками или символами  и вполне осмыслен-
ными контекстами математического теоретизирования. В последнем
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случае речь идет о «понимании», в то время как в первом – о простой
«комбинаторике».

В первую очередь укажем на странность этого противопоставле-
ния в буквальном виде. Дело в том, что при анализе доказательства
максимальная ясность (и стало быть, строгость) достигается тогда, ко-
гда это доказательство может быть выполнено человеком с максималь-
ной тщательностью. Именно этот идеал человеческой тщательности
(математик с карандашом и бумагой) лежит в основе концепции «ме-
ханического» доказательства. Таким образом, оказывается, что при
окончательном анализе описанное выше противопоставление является
противопоставлением «ментальной» активности математика (с имею-
щимся под рукой естественным языком) его «механической» активно-
сти (с записью в некоторой системе нотации). При такой постановке
вопроса механицизм утрачивает часть своей зловещей функции потери
понимания концепций в процессе доказательства.

При обсуждении подобного рода вопросов следует различать две
отдельные темы. Первая состоит в соотношении математической логи-
ки, которая ассоциируется с «механизмом», и математической практи-
ки. Значительная часть математиков полагают, что математическая
логика не оказала и не оказывает никакого влияния на математику
и даже такие значимые результаты, как теоремы Гёделя о неполноте
арифметики, никак не отразились на развитии математических иссле-
дований. Г. Крайзель, видный специалист в области теории доказатель-
ства, очень четко выражает эту точку зрения, полагая упомянутое
влияние очень малым [6]. Вторая тема – соотношение математического
доказательства с формальным доказательством. Предметом настоящей
статьи является именно соотношение «математического» дискурса
в форме содержательного размышления и «логического» дискурса,
оперирующего правилами, в соответствии с которыми осуществляются
манипуляции с символами. Другими словами, это упомянутая выше
вторая тема, обсуждение которой вносит существенный вклад в пони-
мание первой темы.

Прежде всего, важным аспектом здесь является противопоставле-
ние «логического» и «математического» вопреки распространенному
мнению, что логика является математической по крайней мере в той
области, которая имеет дело с кодификацией математического мышле-
ния. Противопоставление может быть проиллюстрировано параллель-
ным представлением некоторого доказательства в «математическом»
виде и в «логическом» виде. Первое содержит лакуны, которые долж-
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ны заполняться вторым. Интуитивно подразумевается чуть ли не авто-
матический перевод первого во второе. На самом деле это очень нетри-
виальный процесс, требующий сноровки и изобретательности, итогом
которого является нечто такое, из-за чего трудно признать обе стороны
доказательством одного и того же утверждения. Другими словами, мы
можем считать в некоторых случаях, что утверждение имеет два раз-
ных доказательства.

Эта проблема является более общей, выходящей за пределы
формализации математического доказательства. Действительно, из-
вестные математические результаты передоказываются, и зачастую
нет легкого способа перевода одного доказательства в другое. В дан-
ной статье мы не останавливаемся на этом феномене и просто под-
черкиваем различие концептуальных посылок осуществляемых дока-
зательств, которое ведет к различному «пониманию» доказательства.
В качестве крайнего случая можно привести эпистемологические по-
сылки компьютерного доказательства (обозримость доказательства,
погрешимость программы и т.д.). Если попытаться как-то эксплици-
ровать это обстоятельство, то можно, очевидно, сказать, что содержа-
тельное математическое доказательство является по природе своей
объяснительным, подразумевая под этим, что в нем цепочка размыш-
лений, или извлечения следствий, взывает к смыслу. Что касается
формального доказательства, то оно взывает к правилам, которые
лишены смысла.

Само понятие смысла, к которому мы прибегаем здесь,  крайне
расплывчато. Это может быть апелляция к семантике, или же к «иде-
ям», статус которых гораздо неопределеннее, чем сам смысл. Явно
предполагается, что извлечение следствий из идей радикально отлича-
ется от извлечения следствий по правилам. Здесь, пожалуй, более внят-
ной стратегией является апелляция не к «идеям» как таковым, а к опре-
делениям. Д. Гильберт говорит о «хорошо подобранных определени-
ях», структура которых позволяет определить поле смысловых перехо-
дов [1, c. 228]. Более важное обстоятельство – введение в рамках этого
поля сокращений, являющихся важным ингредиентом математическо-
го размышления. Сокращение подобного рода позволяет отдельным
символам представлять совокупность идей, и установление соотноше-
ний таких символов и есть существенная часть математического дока-
зательства. Если же мы попытаемся установить параллелизм математи-
ческого и логического доказательств, рассматривая роль сокращения,
то обнаружим заметное расхождение, поскольку в логике «сокраще-
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ние» есть просто сокращение, в  то время как в математике это часть
математического творчества.

Однако разная роль понятия сокращения в качестве признака раз-
личия между математическим и логическим доказательствами сталки-
вается с двумя затруднениями. Первое состоит в том, что сокращение
есть операция с символами, которые в математике играют креативную
роль. Но вкладывание смысла в символ превращает последний в осо-
бую категорию, где символ перестает играть роль знака как обозна-
чающего некоторый объект. В этом отношении следует признать важ-
ность вводимого Г. Фреге различения денотата и смысла знака. Тогда
математическое доказательство проводится в пространстве смыслов,
а логическое – в пространстве денотатов. Как известно, отсутствие од-
но-однозначного соответствия между смыслом и денотатом знака (на-
личие денотата и отсутствие смысла, и наоборот) делает математику
«безденотатной», что вряд ли удовлетворительно.

Второе затруднение связано с существованием такого вида мате-
матического дискурса, в котором одинаково присутствуют как матема-
тический, так и логический компоненты. Речь идет об алгоритмах, где
правила столь же важны, как и идеи в основе алгоритма. Зачастую идеи
облекаются в форму алгоритма в такой степени, что их различение на
определенной стадии математического образования попросту непо-
стижимо. Например, попробуйте объяснить школьнику, что лежит
в основе алгоритма деления «столбиком» или извлечения корня квад-
ратного из 2.

Эти два затруднения говорят о том, что формализация не есть ка-
кая-то вынужденная трансформация математической практики, лишен-
ная определенных достоинств содержательного математического дока-
зательства. Такое заключение может расцениваться как некоторого
рода мостик между постижимостью математического доказательства
и резонностью доказательства формального. Быть может, большего
понимания различения формального и содержательного в математиче-
ском дискурсе можно достичь выходом за пределы собственно матема-
тики, обратившись к философскому объяснению двух испостасей ма-
тематического доказательства: доказательства по Декарту и доказа-
тельства по Лейбницу.

По Декарту, размышление над доказательством приводит внезап-
но к полному его пониманию. По Лейбницу, установление доказатель-
ства состоит в проверке каждого шага механическим образом. Как за-
мечает Я. Хакинг, «эти два идеала [доказательства] тянут в разные сто-
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роны» [3, c. 61], и признания этого обстоятельства достаточно для са-
мого противопоставления «доказательство – понимание». «Математи-
ческое» доказательство апеллирует к пониманию всего доказательства
в целом, даже если нет четкого представления о его шагах или даже
если эти шаги отсутствуют. «Логическое» доказательство есть вычис-
ление, где эти самые шаги и составляют это самое доказательство. Со-
отношение этих двух типов доказательства определяется текущей ма-
тематической практикой. С одной стороны, «определенный тип фило-
софского ума глубоко впечатлен переживанием картезианского доказа-
тельства, видением того, почему то-то и то-то  должно быть истиной.
Это совершенно не похоже, например, на арифметические вычисления
или вообще следование правилу. …[С другой стороны, говорится] об
отклонениях в феномене математического доказательства, которые
возникли в последние полвека.  Многие доказательства столь длинны,
что в лучшем случае могут быть только лейбницевскими.
…Сегодняшняя математическая реальность в значительной степени
лейбницевская, а не декартова» [2, c. 47–48].

Таким образом, под противопоставление доказательства и пони-
мания можно подвести философскую базу, которая выводит за пределы
вопросов математической практики. Больше того, обращение к фило-
софии в данном случае вполне оправданно, поскольку каждая из двух
тенденций в  осмыслении природы доказательства взывает к рассмот-
рениям, которые выходят за пределы математики. Картезианская кон-
цепция доказательства тесно связана с понятием интуиции. Лейбницев-
ская концепция взывает к представлению об ограниченности возмож-
ностей человеческого ума относительно постижения необозримых
доказательств. Лучшее осмысление какой-либо идеи состоит в дове-
дении ее до абсурда, а лучшее осмысление какого-либо противопос-
тавления состоит в представлении крайностей. В данном случае та-
кими крайностями является видение доказательства двумя «антагони-
стами» – А. Гротендиком и В. Воеводским. Гротендик полагал, что
доказательство состоит в создании очевидного, в то время как Вое-
водский не доверяет человеку и передоверяет доказательство компь-
ютерным программам (пруверам). И все же есть определенного рода
надежды на преодоление этого дуального способа осмысления фено-
мена доказательства.

Сопоставление Гротендика с Воеводским можно представить
как определенного рода пародию, доведение до крайности контраста
между картезианским и лейбницевским доказательствами. «Эта паро-
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дия, – пишет Дж. Грей, – искажает философию обоих математиков,
но, тем не менее, это поучительное сопоставление. Какое видение вы
предпочитаете? Крайнее картезианство Гротендика? Или крайнюю
лейбницевскую идею Воеводского? ...Они не являются несовмести-
мыми… и я верю, что мы сможем приспособить друг к другу эти
взгляды» [2, c. 50].

Один из способов такого приспособления предлагает Д. Макбет,
и она движется в противоположном Хакингу направлении. Содержа-
тельное математическое доказательство осуществляется в естествен-
ном языке, и поэтому понимание доказательства зависит от семантиче-
ских аспектов языка, включающего огромное число связей и ассоциа-
ций. Однако во многих случаях мы имеем дело с символьным языком,
как это происходит в случае алгебраического символизма. Важнейшим
фактом оперирования этим символизмом является возможность меха-
нического обращения с символами, которые несут в себе семантиче-
скую составляющую доказательства.

В такой стратегии осмысления доказательства, которую выдвину-
ла Макбет, есть серьезные лакуны. В частности, она предполагает, что
символ, служащий сокращением некоторого контента согласно опре-
делению, может быть предметом формальной манипуляции. Больше
того, она приписывает эту идею Лейбницу: «По Лейбницу, язык дол-
жен проявлять математическое содержание математически прослежи-
ваемым образом, т.е. в форме управляющих манипуляциями знаками
правил» [7, p. 43]. Это уже несколько иная классификация идей Лейб-
ница, которая на самом деле взывает к противопоставлению в трактов-
ке языка lingua characteristic и lingua ratiocinator. Это традиционное
противопоставление должно быть преодолено следующим образом:
язык должен проявлять математическое содержание математически
прослеживаемым образом, т.е. в форме, позволяющей размышлять под
личиной серии управляемых правилами манипуляций знаками. То есть
язык понимается одновременно как lingua characteristic и как lingua
ratiocinator. Такого рода синкретизм в философии математики требует
пояснения. Как при этом, например, мыслится простое арифметическое
действие?

Вот пример того, что имеет  в виду Макбет.  Рассмотрим выраже-
ние 7 + 5 = 12. Как оно получается? В духе кантовского размышления
сначала считаем 5 штрихов, затем 7 штрихов и после этого считаем
окончательную совокупность – 12 штрихов. Для Канта это было свиде-
тельством того, что в содержании 5 и 7 не было содержания 12, и от-
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сюда, 5 + 7 = 12 является синтетическим утверждением. С другой сто-
роны, можно отметить, что сам акт счета эмпирических объектов явля-
ется процедурой механической.

Однако можно «зацепиться» за статус считаемых штрихов. Как
уже было упомянуто, Д. Гильберт отдал этот вопрос на откуп Канту.
Теперь Макбет пытается показать, что синтетическое видение матема-
тического символизма Кантом должно уступить место  «фрегевскому»
Лейбницу, так что каждый знак имеет содержание и смысл. Здесь за
штрихом не стоит отдельный объект, который может быть сосчитан.
Здесь каждый штрих выражает фрегевский смысл, вносящий свой
вклад в смысл всей совокупности.

В механическом доказательстве изображается конкретный вари-
ант совокупности или фигуры. В математическом доказательстве
формулируется содержание. Математическое мышление происходит
в символической системе, сама природа которой позволяет рассмат-
ривать счет как математическую операцию, а не как нечто  механиче-
ское. Примером такой точки зрения может считаться манипуляция
формулами, которая не выглядит чисто механической, а является ма-
тематически значимой. Любопытно, что значимость подобного рода
приобретается за счет семантического содержания терминов обыден-
ного языка, например в теореме, согласно которой произведение двух
сумм квадратов целых чисел равно сумме квадратов чисел. Перевод
этого утверждения на язык символов позволяет осуществить серию
манипуляций с символами, но сами манипуляции при этом уже несут
содержательную нагрузку, унаследованную от идей, выраженных
в обыденном языке.

Итак, исходная посылка представлена в символическом виде:

(a2 + b2) (c2 + d2).

Далее следуют чисто механические манипуляции по знакомым
правилам:

a2 c2 + a2d2 + b2c2 + b2d2 =
= a2c2 + b2d2 + a2d2 + b2c2 =
= a2c2 + 2acbd + b2d2 + a2d2 – 2abdc + b2c2 =
= (ac + bd)2 + (ad – bc)2.

И хотя каждый шаг в этих преобразованиях является механиче-
ским, целостная процедура обладает математической значимостью.
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Д. Макбет настаивает на том, что целостная система знаков обла-
дает этой самой математической значимостью, которой лишена логи-
ческая машинерия манипуляции знаками. Другими словами, целостная
система знаков соотносится с математическими идеями, которые вы-
ражены в обыденном языке, и логическая реконструкция перевода этих
идей в серию манипуляций со знаками упускает из виду содержание
идей.

Здесь затрагивается еще один аспект математического дискурса.
Представление математических идей следует принципу экстенсио-
нальности, что противоречит намекам на присутствие содержания
в чистом символизме. Однако как показывает рассмотрение доказа-
тельства второй теоремы Гёделя о неполноте арифметики, в математи-
ческий дискурс вкрадывается интенсиональность, т.е. смысл [5]. Одно
из объяснений такого феномена состоит в указании на роль перевода
содержательных математических утверждений в формальные, симво-
лические системы [4]. Именно здесь нужно искать появление в матема-
тическом формальном дискурсе фрегеанского смысла, а не в таинст-
венном «двойственном» прочтении алгебраических формул, которое
предлагает Макбет.

Но вот понятие целостной знаковой системы оказывается дейст-
вительно важным в другом отношении – в различении компонентов
того, что подразумевается под собственно логикой как знаковой систе-
мой. Логику привычно ассоциировать с синтаксисом, а математический
дискурс – с понятием структуры. И в этом случае конфликт между по-
ниманием и доказательством оборачивается конфликтом между струк-
турой и синтаксисом, а именно, что из этих вещей важнее. В связи
с этим крайне интересна полемика между (преимущественно) матема-
тиком Дж. Саксом и (преимущественно) логиком Б. Дребеном, описан-
ная Дж. Ролзом: «Сакс определяет структуру следующим образом:
а) универсум непустых множеств; б) отношения между членами этих
множеств. …Изучение математики состоит в осознании структур.
В этом и заключается математический опыт. Конечных множеств не-
достаточно, так что для определения структур используются аксиомы.
Аксиомы использовались Никола Бурбаки, которые считали математи-
ку наукой о структурах. Гильберт и его последователи использовали
аксиомы… для выражения структур. Гёдель иногда использовал син-
таксический язык для доказательства теоремы о структуре. Сакс допус-
кал, что синтаксис проще и поэтому имеет смысл начинать изучение
логики с синтаксиса. Но, утверждал он, синтаксис не является тем, что
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представляется фундаментальным. Сакс утверждает, что Дребен дума-
ет, что синтаксис является фундаментальным, потому что он прост,
а это вообще неверно. …[Со своей стороны] Дребен полагает, что фун-
даментальной проблемой логики является понимание. Если начать
с теории моделей или математических структур как способа понимания
логики, получения о ней ясности… мы не можем использовать струк-
туры для прояснения языка, для понимания базисных логических поня-
тий. Взгляд Сакса ведет к представлению о том, что есть нечто метафи-
зическое о языке и логике, что имеется нечто глубинное о них, откры-
ваемое изучением структур. Но эта мысль ведет к мистификации» [8,
p. 423].

Эта полемика показывает, что «логическое» и «математическое»
видения математики, различаемые как «механицизм» и «понимание»,
вводят в заблуждение, потому что та же самая проблема различения
синтаксиса и понимания свойственна и логике, отделенной от матема-
тического дискурса. Понимание является проблемой не только для по-
следнего, но и для языка в целом.

Математический дискурс в естественном языке оставляет неопре-
деленными множество понятий, и логическая его формализация пре-
следует цель устранения неоднозначностей. Такая формализация дос-
тигается определенной ценой. Эта цена зависит от ряда вещей. Может
быть скепсис в отношении того, нужно ли торопиться сделать матема-
тическое рассуждение формальным. Большая цена заключается в том,
что при формализации есть существенные потери. Дж. Сакс говорит
более категорично: «Чем более определенным становится математиче-
ское понятие, тем более велика вероятность потерь» [9, p.414]. Конечно
же, в реальной математической практике баланс потерь и приобрете-
ний является предметом споров. В этом отношении любопытен сле-
дующий пример: «Хартли Роджерс прояснил теорию вычислимости,
представив сначала основы в интуитивном ключе, и затем уже перешел
к выведению следствий в более строгой манере. Клини, отец теории
вычислимости, возражал, говоря, что Роджерс не доказал ничего. Но
стиль аргументации Роджерса выиграл» [9, p. 415].

Но как было указано выше, дело не только в проблеме формали-
зации именно математического дискурса. Например, логика первого
порядка родилась к 1928 г. [1] из принятия одних идей и отбрасывания
других в процессе кристаллизации самой идеи «канонической» логики,
и многие жалуются, что такая формализация логики упускает многое
из того, что было бы желательным для философских целей. Так что
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кодификация математического рассуждения и соответствующая фор-
мализация доказательства представляют собой запутанный процесс,
в котором разделение «логически» формального и «математически»
содержательного аспектов не может быть проведено ясным и отчетли-
вым образом.
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