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Проблемы логики и методологии науки

ЯЗЫК МАТЕМАТИКИ И ЦЕЛИ
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ДИСКУРСА*

В.В. Целищев

Функции логики

В “Principia Mathematica” (1911–1913 гг.) Рассела и Уайтхеда в ос-
нования математики была положена логика второго и высших порядков.
К концу 20-х – началу 30-х годов логическим основанием математики
стала логика первого порядка. Это обстоятельство иногда принимает
форму почти исторического нарратива, например как подведение итогов
развития целого пласта науки – как “исторический триумф логики пер-
вого порядка над логикой второго порядка” [1]. Простое техническое
различение двух видов логики состоит в том, что в логике первого по-
рядка кванторы пробегают над индивидными переменными, в то время
как в логике второго порядка кванторы пробегают не только над инди-
видными переменными, но также и над предикатными переменными.
Однако при более близком рассмотрении оказывается, что два вида логи-
ки обладают различной идеологией в отношении фундаментальных це-
лей как логики, так и оснований математики.

Поскольку обе логики претендуют на то, чтобы быть подлинными
основаниями математики, следует иметь более точное представление
о соотношении логики и математики, потому что многозначность терми-
на “логика” делает многие представления о ее природе несколько расплыв-
чатыми. Знаменитый логицистский тезис Фреге и Рассела, согласно ко-
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торому математика сводима к логике (Рассел афористически выразил его
так: “логика есть юность математики, а математика – зрелость логики”),
считается устаревшим, хотя в последнее время логицизм переживает вто-
рую молодость [2]. Но утверждение, что математика есть логика, имеет
и расширительный смысл, прямо не относящийся к логицизму. В опре-
деленном смысле каждый язык имеет присущую ему логику, которая
характеризует понятие следования в этом языке. В таком расширитель-
ном смысле любая математическая теория может рассматриваться как
логика некоторого языка, если при этом трактовать термины этой теории
как логические частицы языка. При таком понимании логики ее концеп-
ции несут в себе содержание соответствующей теории [3].

В отношении содержания логической или математической теории
существует несколько точек зрения. Рассел, сведя математику к логике,
провозгласил к тому же отсутствие содержания в логике, что автомати-
чески переносилось и на математику. Обе дисциплины были объявлены
лишенными содержания – в том смысле, что утверждения в этих науках
являются тавтологиями. Эта идеология была принята Венским кружком,
но отвергнута, как и положено, большинством философов математики как
крайне неправдоподобная точка зрения [4]. С другой стороны, постанов-
ка проблемы отсутствия содержания в логике оказалась крайне полезной
при разработке и обосновании концепции логики первого порядка как
оснований математики. Логика не имеет содержания в том смысле, что
в аксиоматической теории она не вводит “с черного хода” в математичес-
кую теорию никаких дополнительных предположений, чем достигается
полная ясность относительно того, какие именно объекты принимаются
данной аксиоматической теорией [5].

Логика первого порядка не имеет содержания, по крайней мере в том
смысле, что она служит лишь обеспечению правильного перехода от по-
сылки к заключению в математическом размышлении, и этот переход
осуществляется по вполне ясным правилам, относящимся к использова-
нию логических констант. В этом отношении логика второго порядка
гораздо менее ясна, потому что нет такого множества правил, которые
бы дали все ее правильные результаты. Другими словами, логика пер-
вого порядка обладает полнотой, в то время как логика второго по-
рядка неполна. С другой стороны, выразительные возможности логи-
ки второго порядка в качестве оснований математики намного богаче
выразительных возможностей логики первого порядка. Тем не менее,
по существующим ныне канонам, основания математики представля-
ют собой логику первого порядка плюс аксиоматическая теория мно-
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жеств. Для того чтобы понять парадоксальность  сложившегося поло-
жения дел, следует рассмотреть более тщательно, каковы различия
между этими двумя видами логики.

Фундаментальным понятием логики является понятие следования,
которое призвано эксплицировать наши интуитивные представления
о том, как надо совершать переход от одного утверждения к другому.
Неявной посылкой интуитивных представлений выступает уверенность
в том, что понятие следования должно быть универсальным, отражая
структуру человеческого мышления в самых разных дискурсах – от ма-
тематики до философии. Однако это представление оказывается не-
верным уже потому, что логика как таковая может пониматься по-разно-
му. В значительной степени это связано и с различным пониманием ак-
сиоматического метода. В последнее время принято учитывать также
то обстоятельство, что распространенное понимание логики как ма-
тематической логики не учитывает, что последняя является кодифика-
цией математического теоретизирования , где в силу многих тонких
особенностей математики фундаментальные понятия, имеющие хож-
дение в философии (ввиду традиционной связи философии и логики),
могут претерпеть значительную модификацию в математических кон-
текстах. Другими словами, надо различать применение логики в ма-
тематике и применение логики в обычном дискурсе.

Действительно, при использовании аксиоматического метода ак-
сиомы часто имеют нелогический характер, будучи систематизацией
определенной области математики или же какой-либо иной научной
отрасли. Если в естественных или гуманитарных науках подобного
рода систематизация является едва ли достижимым идеалом, то в ма-
тематике она обретает плоть. Это в самом деле идеал, потому что если
мы имеем полную аксиоматическую систему в изложенном выше
смысле, то для получения нового знания требуется лишь извлечение
логических следствий из аксиом. В некотором смысле такая програм-
ма является воплощением рационализма в философском смысле, по-
скольку, ограничиваясь логическими следствиями из аксиом, можно
забыть о реальности.

Здесь есть одно противоречие, которое касается природы аксиом.
Если говорить в духе рационализма о врожденном знании, тогда аксио-
мы должны быть простыми в некотором смысле. Однако трудно ожидать,
что полная система аксиом, представляющая какой-то фрагмент реаль-
ности во всем его богатстве, будет состоять из простых истин. В научной
практике такого никогда не случается, хотя и продолжает оставаться не-
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достижимым идеалом. Так, уравнения Максвелла, из которых следует вся
классическая электродинамика, определенно непросты. Представление их
в четырехмерном формализме Минковского упрощает их, но вряд ли этот
полученный результат в большей степени интуитивно понятен и ясен.

Содержательные, или эмпирические, истины, нашедшие отражение
в аксиомах, могут там присутствовать явно или же скрыто. Явное при-
сутствие имеет место в интерпретированных аксиомах, а неявное – в не-
интерпретированных.. Если все теоремы выводятся из аксиом чисто ло-
гическими средствами, тогда мы имеем дело с чисто логической систе-
мой аксиом, независимо от того, являются ли аксиомы интерпретирован-
ными или нет. Все дело в значении логических констант, которое должно
оставаться постоянным при любых интерпретациях нелогических кон-
стант. Ясно, что такое положение дел связано с желанием, чтобы пра-
вила вывода были правилами рекурсивными или вычислимыми.
Такое понимание функций логики проистекает из взгляда, согласно ко-
торому логика представляет собой формальный каркас, включающий
в себя отношения (следования) между содержательными утверждени-
ями. “Здесь мы имеем пример роли логики, – пишет Я.Хинтикка, –
которая по вполне понятным причинам укоренилась в умах большин-
ства моих сотоварищей философов, логиков и математиков. Логика
есть изучение отношений логического следования, т.е. отношений
импликации. Ее конкретное проявление заключается в способности
выполнять логические выводы, т.е. делать дедуктивные заключения.
Я буду называть это дедуктивной функцией логики” [6].

Теперь следует различить аксиоматизацию нелогических систем,
в которой аксиомы представляют собой содержательные утверждения,
а из них выводятся другие содержательные утверждения, и аксиоматиза-
цию логических систем, в которых мы имеем дело с логическими исти-
нами. Несмотря на использование одного и того же слова (что часто слу-
чается в развитии науки и философии), между двумя его смыслами име-
ется фундаментальное различие. Аксиоматизация логики была изобрете-
на специально как кодификация формальных правил, которые желатель-
ны при формализации математического дискурса. Это метод рекурсив-
ного перечисления всех логических истин, которые только можно полу-
чить из определенных (логических) аксиом в некотором формальном язы-
ке. Различение имеет смысл и в связи с понятием намеренной интерпре-
тации: нелогические аксиоматики практически всегда имеют намеренные
интерпретации, в то время как вопрос об интерпретациях подобного рода
для логических аксиоматик несколько искусственен.
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Обычно считается, что цель логического вывода состоит в том, чтобы
при переходе от утверждения к утверждению сохранялась истинность ут-
верждений. Но одно дело сохранять логические истины, и совсем другое –
сохранять содержательные истины. Содержательные истины представляют
собой эмпирические истины о мире, т.е. фактические истины,
в то время как логические истины имеют совсем иное концептуальное
происхождение. Логика, будучи на протяжении многих веков связанной
с метафизикой, легко благословляет вывод от материальной импликации
p ⊃ q (где p и q – содержательные утверждения) к модальному утвержде-
нию о необходимости N (p ⊃ q), вывод, который не проходит в случае
содержательных утверждений. В этом случае логический вывод не будет
гарантировать сохранение истины. В некотором смысле вывод в нелоги-
ческой системе является подлинным выводом, в то время как логический
вывод является “сегментом рекурсивного перечисления истин”.

Однако история логики и математики сложилась так, что это важней-
шее различие было смазано, если можно так выразиться, контингентным
событием создания логики первого порядка. Прежде всего следует отме-
тить, что аксиоматической системой, по поводу которой возникли дискус-
сии, приведшие в конечном счете к выделению в логике языка первого
порядка, была аксиоматическая система теории множеств Э.Цермело.
Поскольку благодаря усилиям Фреге и Рассела теория множеств рас-
сматривалась как часть логики, содержательная аксиоматическая сис-
тема Цермело как основание теории множеств (и всей математики) во
многом была подобна аксиоматической логической системе. (Справед-
ливости ради надо сказать, что различение, о котором мы сейчас гово-
рим, родилось лишь совсем недавно и во времена Цермело о нем не
могло быть и речи.) Аксиоматическая система теории множеств Цер-
мело была подвергнута резкой критике, и поэтому Цермело (наряду
с другими исследователями) предпринял значительные усилия для
прояснения логики, которая лежит в основе теории множеств. С одной
стороны, это были усилия, направленные на построение содержательной
аксиоматики, а с другой стороны, исходя из потребностей теории мно-
жеств была выделена логика первого порядка как базовая логическая си-
стема. Это привело к отделению логики первого порядка от логик высших
порядков, в которых допускается квантификация над такими абстракт-
ными сущностями, как предикаты, классы, множества и отношения.

Официально логика первого порядка родилась в 1928 г., когда выш-
ла книга Д.Гильберта и В.Аккермана “Основы теоретической логики”
[7], где этот фрагмент логики был сформулирован явным образом. Ряд
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обстоятельств сделал логику первого порядка средством логического вы-
вода в математике. Прежде всего, как видно из всех учебников, где излагает-
ся предикатная логика, или кванторная логика (другие названия логики пер-
вого порядка), кванторные формулы используются как формализация обы-
денного языка. У.Куайн в ряде своих работ [8] назвал этот процесс “регла-
ментацией обыденного языка”, что, впрочем, неудивительно, поскольку для
него “first-order logic is logic enough”. Коль скоро обыденный язык подвер-
гается относительно удовлетворительной формализации, логика первого
порядка стала считаться естественным инструментом не только математи-
ческого, но и обыденного мышления.

Далее, «легко видеть, почему логика первого порядка кажется меч-
той логика. Прежде всего, эта логика допускает полную аксиоматизацию.
С первого взгляда это кажется эффективным исполнением надежд Гиль-
берта и др. на существование непроблематичной и полностью аксиомати-
зируемой базисной логики. Существование такой логики было на самом
деле одной из предпосылок того, что ныне известно как программа Гиль-
берта – программа доказательства непротиворечивости некоторых мате-
матических теорий, в первую очередь арифметики и анализа, путем де-
монстрации того, что из их аксиом невозможно формально вывести про-
тиворечие. Если бы используемая при этом логика была неполна, тогда
весь проект терял свой смысл, потому что могло бы существовать недока-
зуемое противоречие среди логических следствий этих аксиом. К счас-
тью, Геделем в 1930 г. была показана полная аксиоматизируемость логики
первого порядка. Больше того, было показано, что логика первого поряд-
ка допускает все виды приятных металогических результатов, таких как
компактность (бесконечное множество предложений непротиворечиво,
если и только если непротиворечивыми являются все его конечные под-
множества), направленная снизу вверх теорема Левенгейма – Сколема
(непротиворечивое конечное множество предложений имеет счетную
модель), теорема отделимости (если σ и τ – непротиворечивые множества
формул, но σ ∪ τ противоречиво, тогда для некоторой “отделимой форму-
лы” в S в стандартном словаре σ и τ мы имеем σ ⇒ S, τ ⇒ ¬S), интерпо-
ляционная теорема (если ⇒ (S1 ⊃ S2) нетривиально, тогда для некоторой
формулы I в общем словаре S1 и S2, ⇒ (S1 ⊃ I), ⇒ (I ⊃ S2)), теорема Бета
(неявная определимость влечет за собой точную определимость), и т.д.
Короче говоря, логика первого порядка кажется не только базисной, но
и настоящим раем для логиков» [9].

Однако этот “рай” оказался несовершенным, поскольку значительное
число математических концепций не может быть выражено на языке пер-
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вого порядка. К таким концепциям относятся математическая индукция,
вполне-упорядочение, конечность, кардинальность, мощность множества
и др. Сразу же следует заметить, что все эти понятия выразимы на языке
второго порядка. Между тем подобная функция является прерогативой
логики, и в этом смысле логика второго порядка более предпочтительна для
математического теоретизирования. Хинтикка называет такую функцию
логики дескриптивной и полагает, что “многие интересные феномены в
основаниях математики становятся более понятными в свете трений, кото-
рые часто очевидны между дескриптивной и дедуктивной функциями ло-
гики в математике”.

Дедуктивная функция логики реализуется в теории доказательств,
а дескриптивная – в теории моделей. Рассмотрение условий истинности
в теории моделей, или логической семантике, является более фундамен-
тальным шагом в осмыслении природы логики, чем рассмотрение чисто
дедуктивной структуры. Действительно, логические выводы основаны на
значении входящих в них символов. Но трактовка логических связок на
этом пути опять-таки не дает нам фундаментального понимания их при-
роды. А вот в теории моделей мы можем получить такую трактовку,
рассмотрев отношение предложения р к множеству M(р) его моделей.
Предполагаемый вывод от р1 к р2 в этом случае общезначим, если
и только если M(р1) ⊆ M(р2). В этом смысле реальная логика, исполь-
зуемая в формализованном представлении мышления, основана на
теоретико-модельном значении логических констант.

Две концепции логики

Различение двух описанных выше функций логики на самом деле
является следствием двух различных логических традиций, возникших
во второй половине XIX в. [10]. Первая традиция восходит к работам
Дж. Буля, Ф.Шредера и К.Пирса, которые усматривали основную мо-
тивацию своих исследований в прослеживании сходства логики с алгеб-
рой (почему их дисциплина и была названа “алгеброй логики”, а вся тра-
диция – “алгебраической” [11]). В частности, они обратили внимание на
аналогии между алгебраическими операциями типа сложения и умноже-
ния и видами логического вывода. Общая цель этой школы состояла
в разработке такого исчисления, которое было бы пригодно для исполь-
зования в различных областях математики. Булева алгебра, фактически
положившая начало этому направлению, представляет собой абстрактную
алгебру наряду с теорией групп или теорией полей. Обычно построение
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формальной системы начинается с выделения некоторого набора опера-
ций, анализ которых позволяет прийти к некоторой абстрактной структу-
ре. В результате получается множество аксиом, часть из которых объяв-
ляются “законами мысли”.

Вторая традиция восходит к Дж. Пеано и Г.Фреге, в чьих работах
главное место занимает концепция логики как основы для математики.
Продолжателями этой традиции стали Рассел, Виттгенштейн, Венский
кружок, и, пожалуй, самым стойким из современных ее сторонников яв-
ляется У.Куайн, который до конца своей жизни отрицал важность теории
моделей. Основным положением, отстаиваемым в рамках этой традиции,
является утверждение, что метаязык невозможен, что нельзя выйти за
пределы языка. Если говорить менее метафорично, то это означает, что
переинтерпретация языка невозможна, как невозможно выражение семан-
тики языка в самом языке. Все, что можно сделать в логической теории, –
это опереться на синтаксические конструкции. Исходной целью данного
направления была кодификация логики, лежащей в основе всего рацио-
нального дискурса. Такой универсальный язык должен быть применимым
во всех контекстах без того, чтобы в дальнейшем быть снабженным ка-
кой-либо интерпретацией.

Различие между двумя указанными направлениями можно выра-
зить следующим образом. Алгебраическое направление имело дело
с алгебраическими структурами, а также с теми приемами и теорети-
зированием, которые были общими при изучении этих структур. Ло-
гистическое же направление (как часто его называют в связи с логи-
цизмом Фреге и Рассела) имеет дело с универсальным теоретизиро-
ванием, нерелятивизованным ни к какому контексту. Хинтикка увязы-
вает эти две традиции с фундаментально различными представления-
ми о природе отношения языка и его логики к реальности. В рамках
первой традиции, продолженной Левенгеймом, Геделем и Тарским,
язык рассматривается как исчисление. Этот термин призван высветить
особенности такого подхода к логике, при котором возможны различ-
ные переинтерпретации языка, использование концепции истины, кон-
цепции метаязыка и многих интуитивных теоретико-модельных пред-
ставлений в систематической логической теории, например идеи Э.Бе-
та и Я.Хинтикки представлять формальные доказательства как неудав-
шиеся попытки построить контрпример [12]. Вторую традицию Хин-
тикка охарактеризовал так: язык как универсальный медиум. Именно
универсальность устанавливает демаркацию между логистическим
подходом и теорией моделей.
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В техническом плане это проявляется следующим образом. При ло-
гистическом подходе для представления предикатов, отношений и инди-
видных констант используется понятие переменной. Индивидная область
квантификации не ограничивается каким-либо специфическим образом,
предикатные переменные охватывают область всех свойств, и то же ка-
сается отношений. Поскольку главными “действующими лицами” вы-
ступают переменные, логические связки и кванторы, все конструируемое
в таком словаре является по определению логическим. При теоретико-
модельном подходе вместо понятия переменной используется понятие
схематической буквы. Этим буквам придается различная интерпрета-
ция в различных моделях в теоретико-модельной семантике. Некото-
рые языки имеют интерпретации одновременно в нескольких моделях.
Как видно, в логистическом направлении область значений перемен-
ных охватывает все объекты, в то время как в алгебраическом направ-
лении переменные пробегают над неспецифицированной , но фикси-
рованной областью объектов.

Кроме того, что имеются различия в области квантификации, два
направления различаются между собой и способом понимания этой
концепции. Фреге и Пеано предложили такое понятие, которое практи-
чески совпадает с современным понятием квантора. В частности, уни-
версальный квантор Фреге – это квантор ∀ , но при этом не предпола-
гается ограничений на область квантификации. А вот определение Пир-
са является скорее алгебраическим: экзистенциальный квантор опреде-
ляется как теоретико-множественное объединение, а универсальный
квантор – как теоретико-множественное пересечение. Идея представле-
ния экзистенциального квантора как дизъюнкции, а универсального кван-
тора как конъюнкции в случае конечной области квантификации обще-
известна со времени Виттгенштейна. Но вот в случае бесконечной обла-
сти следует разработать понятия бесконечных конъюнкции и дизъюнк-
ции. Дальнейшие исследования Гильберта обнаружили связь этого воп-
роса с аксиомой выбора и новым постулатом, который был им выдви-
нут, а именно, с трансфинитной аксиомой. Эта новая аксиома позволи-
ла заменить  кванторами  бесконечные конъюнкцию
и дизъюнкцию. В более общем плане следует сказать, что в теории ин-
финитарных языков логики изучают различные расширения языков
первого порядка. Такого рода исследования распадаются на две ветви.
Во-первых, как было упомянуто, логики вводят бесконечные дизъюнк-
ции и конъюнкции. Во-вторых, разрабатываются теории с бесконечны-
ми последовательностями кванторов.
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Следует упомянуть также, что ряд исследователей выделяют еще
и третью концепцию логики, называя ее математической школой, к кото-
рой причисляют таких математиков, как Дедекинд и Гильберт [13]. Цель
этого направления состоит в том, чтобы аксиоматизировать различные
ветви математики. В противоположность алгебраическому подходу,
в рамках которого осуществляется аксиоматизация сразу для несколь-
ких систем, математический подход предполагает осуществление ак-
сиоматизации конкретной области. Правда, надо оговориться, что Гиль-
берт может быть причислен к любой из школ, что и делается различны-
ми исследователями. Больше того, этот математик выступает главной фи-
гурой при аргументации в пользу выделения определенной концепции
логики. Например, для Хинтикки именно творчество Гильберта явля-
ется образцом теоретико-модельного подхода к логике [14].

Универсалистский подход более привлекателен для философов, по-
скольку он реализует многие из неявных представлений традиционной
метафизики. В этом отношении уместно упомянуть тезис Рассела, соглас-
но которому метафизика многих философов в истории философии неяв-
но определялась принятой ими логикой. Что касается понимания логики
как исчисления, или теоретико-модельного подхода, то с точки зрения
философов она в значительной степени является математической теори-
ей. “Теория моделей есть математическая теория, – пишет М.Резник. – Она
начинает с аксиом, которые в большинстве работ по теории моделей по-
нимаются интуитивно и которым придается точная форма. Таким обра-
зом, теория моделей может быть сформулирована как аксиоматическая
математическая теория точно в таком же духе, как и теория групп или
теория чисел. Когда она сформулирована таким образом, она может рас-
сматриваться как отрасль аксиоматической теории множеств” [15].

Однако взгляд на теорию моделей как чисто математическую теорию
считается рядом исследователей результатом непонимания того, что соб-
ственно включено в теоретико-модельный подход [16]. Во-первых, каж-
дая математическая теория развивает свою собственную теорию моделей.
Во-вторых, именно результаты, полученные, скажем, в теории моделей
модальной логики, теории моделей теории групп, теории моделей теории
множеств, являются вкладом в современную логику. Будь теория моделей
только математической теорией, пришлось бы признать теорию моделей
теории моделей, что выглядит неестественно.

Хинтикка признает, что кое в чем Резник все-таки прав, поскольку тео-
ретико-модельные аргументы опираются на теоретико-множественные
предпосылки. Но это не делает теорию моделей частью теории множеств,
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потому что не существует множества таких аксиом теории множеств,
которые были бы пригодны для всех теоретико-модельных построе-
ний. Что еще более важно, в то время как среди исследователей, зани-
мающихся теорией множеств, существуют значительные разногласия
относительно того, какого рода все более сильные аксиомы теории
множеств надо принимать, консенсус находится часто на пути теоре-
тико-модельных рассмотрений.

Но все-таки, несмотря на такую аргументацию, остается еще след
“посылки принцессы Маргарет”. Не все философы готовы к тому, чтобы
полностью математизированная теория заняла место того, что ранее было
прерогативой философских рассмотрений. Философы были в смятении
от того, что все ключевые теоремы логики, которые, по предположению,
имели дело с мышлением, оказались алгебраическими теоремами.

Логическое следование

Рассмотрим фундаментальное понятие логического следования, ко-
торое обычно считается универсальным для всех логических языков. Меж-
ду тем это понятие имеет весьма различные характеристики в логике пер-
вого порядка и логике второго порядка. В определенном смысле две эти
логики, или два логических языка, отличаются друг от друга как раз поня-
тием следования, свойственным каждому из языков. Глубинное различие
заключается в разных целях логического исследования [17].

Прежде всего отметим, что имеется два понятия следования: семан-
тическое, или модальное, и дедуктивное. Семантическое понятие следо-
вания определяется таким образом: предложение Ф есть логическое след-
ствие множества Г предложений, если невозможно, чтобы при истиннос-
ти каждого члена Г было ложным Ф. Другими словами, Ф истинно при
каждой интерпретации, при которой каждый член Г истинен. Обычно
такое понятие следования полагается более интуитивным и используется
в начальных курсах по логике (см., например, “канонический” текст С.Кли-
ни “Математическая логика”, где теория доказательств предваряется тео-
рией моделей). Дедуктивное понятие следования определяется следу-
ющим образом: Ф есть следствие Г, если имеется вывод Ф из посылок
в Г. Теорема полноты заключается в том, что предложение Ф первого
порядка есть теоретико-доказательное следствие множества Г предло-
жений первого порядка, если и только если Ф есть теоретико-модель-
ное следствие Г. Таким образом, для языка первого порядка семанти-
ческое следование совпадает по объему с дедуктивным.
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Именно полнота логического исчисления, которая полагается некото-
рым “идеалом”, является причиной отождествления двух понятий логичес-
кого следования. Между тем семантическая концепция следования призва-
на выразить смысл, в котором теоремы некоторой математической теории
представляют теорию об определенном роде объектов, – скажем, теоремы
арифметики – теорию о натуральных числах. Аксиомы теории должны при
этом характеризовать ту область математических объектов, которая была
целью формализации. Другими словами, интерпретация формальной тео-
рии должна быть намеренной, и, больше того, все интерпретации подоб-
ного рода должны быть изоморфными, поскольку они
говорят “об одном и том же”. Только так гарантируется сохранение исти-
ны, которое является целью логического следования. Что касается дедук-
тивного понятия следования, то оно призвано прояснить, в каком случае
математики полагают тот или иной вывод “законным”, и делается это
за счет выявления посылок заключения.

Соотношение двух видов логического следования, согласно Дж. Кор-
корану [18], таково: если Ф есть следствие Г в семантическом смысле, то
заключение Ф “уже логически неявно присутствует” в посылках. В опре-
деленном смысле заключение будет излишним, потому что при этом не
получается новой информации. Это понятие резко контрастирует с дедук-
тивным, потому что существует возможность того, что Ф неявно содер-
жится в Г, даже если дедукция Ф из Г невозможна. Предположим, что
доказано, что Ф есть семантическое следствие Г, но доказательство
включает в себя некоторое погружение структур Г в более богатую
структуру. Такая ситуация вполне обычна для математики. В подобных
случаях может быть показано, что теорема есть семантическое след-
ствие соответствующих аксиом второго порядка, но не дедуктивное
следствие. В типичном случае теорема есть дедуктивное следствие этих
аксиом вместе с некоторыми фактами относительно фоновой теории.
Пусть ∑ будут принципами фоновой теории, используемой для уста-
новления Ф. Тогда математик устанавливает (Г + ∑) |-  Ф, и это показыва-
ет, что Г |=   Ф, и вероятно, что Ф не оправдано на основании только лишь
Г. Вероятно даже, что Г |-/   Ф.

Приведенный пример говорит о том, что различие двух концепций
логического следования тесно связано с различием логики первого по-
рядка и логики второго порядка. Но последнее различие само по себе важ-
но и имеет также и другие корни. Действительно, при рассмотрении про-
блем оснований математики едва ли не самым важным обстоятельством
является язык формализации содержательных математических утвержде-
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ний. Речь идет о предпочтении языка первого порядка по сравнению
с языками высших порядков, в частности с языком второго порядка. Стан-
дартный взгляд на это обстоятельство представлен знаменитым афориз-
мом У.Куайна: “Логика второго порядка является теорией множеств в ове-
чьей шкуре” (см., например, его “Философию логики” [19]). Апеллирова-
ние к “волку в овечьей шкуре” оправданно прежде всего с точки зрения
онтологических допущений: неясные онтологические интенсиональные
сущности языка второго порядка менее предпочтительны, чем явные
экстенсиональные онтологические допущения теории множеств. Конеч-
но, такие предпочтения оправданны лишь в той мере, в какой справедлив
другой афоризм Куайна: “Нет сущности без тождества” (английский вари-
ант еще более афористичен: “No entity without identity”). Следует напом-
нить, что в “Principia Mathematica” Рассела и Уайтхеда основания матема-
тики сформулированы в языках высших порядков, а четкое разделение
ролей языка первого порядка и языков высших порядков можно обнару-
жить в работе “Основы теоретической логики” Гильберта и Аккермана,
опубликованной в 1928 г. Часто по поводу многих философских вопросов
складывается “каноническое представление”, иногда мало отвечающее ре-
альному становлению вопроса. Поэтому желательно возвращение к исто-
кам – либо путем чисто исторического рассмотрения, либо путем более
тщательного анализа посылок этого представления. Именно такова ситуа-
ция с предпочтением языка первого порядка.

Окончательно важность языка первого порядка в качестве орудия
построения оснований математики стала ясна после доказательства Геде-
лем в 1930 г. теоремы полноты для логики первого порядка. Полнота
и в самом деле является в высшей мере желательным свойством формаль-
ной системы, в которой формулируются содержательные истины матема-
тики. Отсутствие этого свойства у языка второго порядка подорвало пре-
тензии этого языка на то, чтобы быть базисным языком оснований мате-
матики. Сегодня стандартный взгляд заключается в том, что основания
математики представлены логикой первого порядка и теорией множеств.
Этот взгляд, как уже было сказано, связан со многими философскими пред-
ставлениями. Одно из них опять-таки связано с предложенной Куайном
стратегией постепенного увеличения онтологической тяжести утвержде-
ний в математике. Логика первого порядка не имеет экзистенциальных
утверждений, а теория множеств постепенно вводит такие утвержде-
ния в математику. В “Теории множеств и ее логике” Куайн поначалу
даже вводит виртуальные классы, перед тем как сделать подлинные
экзистенциальные утверждения [20].



31Язык математики и цели математического дискурса

Эти утверждения о существовании все более обширных множеств
становятся все более далекими от стандартов оправдания экзистенци-
альных утверждений, так что сама куайновская стратегия разделения
на “экзистенциальную часть” теории множеств и “неэкзистенциальную
часть” логики первого порядка оказывается сомнительной. Поэтому
логика второго порядка с ее экзистенциальными утверждениями ин-
тенсиональных сущностей может оказаться не менее плодотворным
основанием математики. К тому же появляются весьма интересные
языки, которые не так-то легко классифицировать с точки зрения дихо-
томии “первый порядок / второй порядок”. Например, “дружественная
независимая логика”, предложенная Я.Хинтиккой в качестве плодотвор-
ного орудия построения оснований математики, обладает выразитель-
ными возможностями логики второго порядка, представляя в то же
время по сути своей логику первого порядка [21].

Логика второго порядка

Таким образом, представляет интерес вопрос о том, может ли логика
второго порядка служить в качестве основания математики. Вопрос этот
особенно интересен в связи с тем, что одно из самых важных сегодня на-
правлений в основаниях математики – структурализм – напрямую связа-
но с логикой второго порядка и обоснованность претензий структурализ-
ма на то, чтобы быть адекватной философией математики, напрямую
зависит от того, является ли логика второго порядка адекватным ору-
дием исследования оснований математики (см. по этому поводу рабо-
ту С.Шапиро “Основания без обоснования” [22]).

Прежде всего следует отметить, что различие между экстенсиональ-
ными и нтенсиональными сущностями не является решающим для разде-
ления языков на порядки. Хотя интерпретированный язык называется вто-
ропорядковым или языком высшего порядка, если его переменные пробе-
гают над отношениями, пропозициональными функциями, свойствами,
классами или множествами сущностей, над которыми пробегают пере-
менные логики первого порядка, природа сущностей не имеет значения
для характеристики логики второго порядка.

Отличительной характеристикой порядка языка является размер
области квантификации. Язык второго порядка может быть получен
добавлением к дедуктивной системе первого порядка расширения
аксиом с кванторами типа ∀ X (Ф(Х)) → Ф(Y)) и аксиомной схемы свер-
тывания  ∃Х ∀ х (Хх ≡ Ф(х)) для каждой формулы Ф, не содержащей Х
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свободно. Но основное различие языков первого и второго порядков
заключается в семантике. Областью переменных первого порядка мо-
гут быть натуральные числа.

В стандартной семантике логики второго порядка переменные про-
бегают над совокупностью всех подмножеств области. Хотя для такой се-
мантики все доказуемые утверждения являются истинными, в ней не реа-
лизуются полнота и компактность. Все бесконечные структуры категорич-
ны. Преимуществами логики второго порядка со стандартной семантикой
являются ясность, соответствие интуиции. При фиксации области кванти-
фикации переменных первого порядка понятия “все свойства” или “все
подмножества”, играющие решающие роль в основаниях математики, об-
ретают твердый смысл. По этой причине многие считают, что логика вто-
рого порядка является более подходящим кандидатом для оснований ма-
тематики, чем традиционный базис – логика первого порядка плюс тео-
рия множеств. Сторонники же логики первого порядка утверждают, что
понятие переменной, пробегающей над всеми свойствами фиксирован-
ной области, в высшей степени неясно, а потому логика второго порядка
вряд ли может считаться хорошим базисом. Для того, чтобы разрешить
этот спор, требуется рассмотреть дополнительные аргументы в пользу
логики второго порядка.

Прежде всего нужно понять, в каком смысле логика второго порядка
является логикой. В общепринятом смысле слова логика абстрагируется
от специфики рассматриваемого предмета и представляет собой теорию о
том, что истинно и что ложно. Если руководствоваться именно таким
критерием, тогда под рубрику логики определенно подпадают истин-
ностные функции. Но вот введение кванторов усложняет критерий ло-
гики. Действительно, уже логика первого порядка требует кроме поня-
тий истины и лжи два дополнительных понятия – истинности предика-
та об объекте и самого объекта. В этом отношении логика второго по-
рядка кажется даже более экономной, поскольку там требуется еще
только одно дополнительное понятие – значение предикатной перемен-
ной. Таким образом, с точки зрения приведенного критерия логика вто-
рого порядка определенно является логикой в неменьшей степени, чем
логика первого порядка. Действительно, раз уже в логике первого по-
рядка допущено некоторое дополнение, нет никаких априорных возра-
жений против дальнейших допущений и усложнений.

Однако в качестве главного возражения против логики второго по-
рядка выдвигается обвинение в том, что упомянутое выше дополнение
выводит эту самую логику из семейства логик вообще. Знаменитый (как
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и все афоризмы Куайна) афоризм: “Логика второго порядка есть волк
(теория множеств) в овечьей (логика) шкуре” [23] – является скорее
метафоричным, нежели точным выражением ситуации, сложившейся
в отношении логики второго порядка. И поэтому буквальное толкование
афоризма попросту неверно. Как отмечает, наряду с другими, Дж. Аззу-
ни [24], логика второго порядка не является, строго говоря, теорией мно-
жеств, если под последней подразумевается теория множеств первого
порядка, поскольку модели для этих систем не совпадают. Действитель-
но, как известно, теория множеств первого порядка имеет нестандартные
модели, в которых “∈” не является отношением членства. Различие меж-
ду логикой первого порядка и логикой второго порядка проявляется, если
прибегнуть к терминологии Куайна, в онтологическом плане, – имеется в
виду его критерий существования “быть – значит быть значением пере-
менной”. В случае одной переменной предикация Ра свойства Р сингу-
лярному термину а не предполагает, что выражение Ра имеет в качестве
онтологических допущений объем предиката Р. Онтологические допуще-
ния, как следует из критерия существования, определяются областью кван-
тификации. Именно по этой причине отношение членства “∈” не предпо-
лагается в использовании нотации “Ра”. Но как только мы переходим
к квантификации предиката, предикация становится равносильной отно-
шению членства, и, больше того, по сути она становится логической кон-
стантой. В определенном смысле логика второго порядка действительно
становится равносильной теории множеств [25].

Дело в том, что понятие стандартной модели для языка второго по-
рядка предполагает, что переменные для одноместного предиката долж-
ны пробегать над всеми совокупностями объектов в универсуме индиви-
дов. Это предположение существенно, поскольку логика второго порядка
не является рекурсивно аксиоматизируемой. Что касается рекурсивно ак-
сиоматизируемых фрагментов, то они будут представлять собой класс обоб-
щенных моделей Генкина, таких что теоремы фрагмента и только они ис-
тинны для всех моделей этого класса. Но эти модели не являются стандар-
тными. Если бы мы были ограничены рекурсивно аксиоматизируемыми
системами, мы не могли бы сказать, что модели для оценки логической
истины являются стандартными. Но это можно сделать, если синтакси-
ческую операцию предикации представить в виде отношения членства
(в виде логической константы) и позволить предикатной переменной про-
бегать над всеми подмножествами универсума индивидов. Таким обра-
зом, выражение ∃F (Fa) вынуждает нас считать одним и тем же значения,
которые принимает предикат, и указание сингулярным термином а. Суть
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аргументации Аззуни состоит в том, что логика второго порядка оказыва-
ется если не теорией множеств, то двухсортной первопорядковой теорией
объектов и их классов. Теоретико-множественные модели языков второго
порядка и интерпретации этих языков приписывают значениям предикат-
ных переменных сущности одного сорта [26].

Так где же лежит различие между логиками первого порядка и второ-
го порядка? Как замечает Д.Босток, сам по себе факт, что в одной теории
пишется Fa, а в другой теории – а ∈ F, означает лишь различие в нотации,
что имеет место, скажем, в случае стандартной и польской нотации. Две
логики могли бы различаться в отношении того, что считать правильно
построенной формулой [27]. Действительно, в логике второго порядка
такое соединение символов, как ab или FG, не считалось бы правильно
построенной формулой, в то время как в первопорядковой теории мно-
жеств b ∈ a или G ∈ F являются правильно построенными формулами.
Правда, во избежание парадоксов такие формулы можно признать лож-
ными, а то и вовсе отказать им в статусе правильно построенных формул.
Так что различие между логикой первого порядка и логикой второго
порядка лежит в их семантиках.

В частности, в двух этих случаях по-разному работает понятие обще-
значимости. Формальное определение общезначимости одинаково для
обеих логик: формула общезначима, если и только если она истинна при
всех интерпретациях входящих в нее символов. В это определение входит
намеренная интерпретация логических связок. В логике первого порядка
вводится специальная интерпретация кванторов, при которой они пробе-
гают над всеми объектами. В логике второго порядка в дополнение посту-
лируется специальная интерпретация для кванторов второго уровня,
т.е. предикатных кванторов, обобщающая все способы, которыми преди-
кат может быть истинен для одних объектов и ложен – для других. Имен-
но это дополнительное условие и создает различие между двумя логика-
ми. Оно ответственно за то, что в то время как логика первого порядка
может быть снабжена полным множеством аксиом и правил, логика вто-
рого порядка лишена этого. Кроме того, этот же факт ответственен за то,
что многие важные понятия в логике первого порядка неопределимы
и в то же время они определимы в логике второго порядка.

Приведем иллюстрацию этого обстоятельства. Известно, что тож-
дество неопределимо в языке первого порядка, т.е. если этот язык име-
ет нормальные модели, в которых “=” интерпретируется как тождество,
тогда он также имеет и “ненормальные” модели, в которых “=” интер-
претируется другим образом. В логике второго порядка мы имеем оп-
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ределение а = b ↔ ∀ F (Fa ↔  Fb), которое интуитивно правдоподобно.
Таким образом, дополнительный вид квантификации в логике второго по-
рядка придает ей большие выразительные возможности, но в то же время
лишает ее компактности или конечной аксиоматизируемости. Как уже было
сказано, те же выразительные возможности равносильны теории классов,
представленной двухсортной теорией. Различие заключается только лишь в
онтологических допущениях, поскольку многие полагают логику второго
порядка нейтральной в отношении онтологии, считая, что она избегает до-
пущения классов как сущностей.

При сопоставлении логик первого порядка и второго порядка следу-
ет обратить внимание на то, в какой степени они естественны. Сторонни-
ки “регламентации обыденного языка” логикой первого порядка (напри-
мер, Куайн) считают, что она покрывает огромную область структур обы-
денного языка. И только некоторые “тонкости”, которые не по плечу логи-
ке первого порядка, требуют логики второго порядка. Но вот подобного
рода “тонкости” играют огромную роль, скажем, в математике. Дедекинд
показал, что постулаты элементарной арифметики натуральных чисел дают
категоричные структуры (все модели этих постулатов имеют одну и ту же
структуру, т.е. структуру натуральных чисел). То же сделал Кантор для
действительных чисел. Но оба этих доказательства опираются на второ-
порядковое понимание данных постулатов, ибо известно, что никакое
множество первопорядковых постулатов, которые имеют бесконечные
модели, не может быть категорическим. Так что приемлемость этих дока-
зательств ведет к признанию необходимости логики второго порядка.

Другой пример необходимости логики второго порядка таков [28].
Пусть имеется бесконечное число посылок типа

А не есть родитель В;
А не есть родитель родителя В;
А не есть родитель родителя родителя В;
…………………………………………….

Из этих посылок следует заключение

А не есть предок В.

Такой вывод вполне значим для тех, кто понимает содержание по-
нятия “предок”. В логике первого порядка этот вывод не является зна-
чимым, поскольку логика первого порядка компактна. Компактность
означает, что если утверждение следует из бесконечного множества
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посылок, тогда оно должно следовать из конечного подмножества мно-
жества этих посылок.

Одна из главных причин спора между сторонниками логики первого
порядка и логики второго порядка заключается в том, возможно ли дости-
жение категоричности, поскольку именно это свойство является главным
признаком соответствия интуиции: формальная система должна описы-
вать объективный мир математических сущностей. Логика второго порядка
категорична, но многие полагают понятие переменной над всеми свой-
ствами формально неточным. Однако вполне возможно сделать поня-
тие переменной над всеми свойствами формальным, поскольку воз-
можно построение некоторой версии аксиоматической теории, доста-
точной для формулировки стандартной семантики логики второго по-
рядка. В такой версии можно доказать категоричность теории и мно-
гие существенные результаты теории множеств. Но формальная мета-
теория, в которой получается категоричность, сама может считаться
теорией первого порядка. Следовательно, в ней проходит теорема Ле-
венгейма – Сколема о нестандартных моделях и категоричности боль-
ше нет. В пользу этого взгляда можно привести аргументы, традицион-
но приводимые при рассмотрении релятивизма в теории множеств,
согласно которому одно и то же множество может иметь различную
мощность в различных формальных системах.

В противовес этому сторонники логики второго порядка высказыва-
ют твердое убеждение, что метатеория, о которой идет речь, не может
рассматриваться как неинтерпретированная теория с различными возмож-
ными моделями. Намеренная интерпретация этой метатеории – интуитив-
ная семантика естественных языков, в которых формулируются содержа-
тельные истины математики. На первый план выступает область таких
языков, а не понятие модели. Категоричность относится к естественному
языку, а не к изоморфизму моделей в каждой интерпретации.

Релятивизм: Сколем vs Цермело

Ясно, что обсуждение проблем логики второго порядка в сопостав-
лении с аксиоматической теорией множеств сводится к тому, какая из этих
теорий лучше “схватывает” интуитивные, или содержательные, истины
математики. Релятивизм, свойственный аксиоматической теории множеств,
возникает из-за того, что в ее основе лежит логика первого порядка, для
которой справедлива теорема Левенгейма – Сколема. Важно иметь в виду,
что релятивизм, каков он у Сколема, отнюдь не направлен специально
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против логики второго порядка. Потому что скептицизм относительно воз-
можностей однозначного описания математической реальности при-
меним к более широкому кругу проблем и вызывает к жизни гораздо боль-
ший круг проблем, чем проблемы логики второго порядка. Далее мы рас-
смотрим некоторые проблемы теории указания и теории значения, свя-
занные с релятивизмом, а пока ограничимся сопоставлением логики пер-
вого порядка и логики второго порядка.

Релятивист может настаивать на том, что переменные логики перво-
го порядка являются неинтерпретированными и могут существовать как
стандартные, так и нестандартные интерпретации. В этом смысле возни-
кает вопрос, что имеется в виду под натуральными числами, если допус-
тимы нестандартные интерпретации. Естественный ответ состоял бы
в том, что на самом деле переменные первого порядка должны интерпре-
тироваться интуитивно, а для более точной трактовки натуральных чисел
пригодна аксиоматика Пеано в языке второго порядка, самым важным
положением которой является аксиома индукции

(P0 & ∀ x (Px → Psx)) → ∀ x Px.

С точки зрения релятивиста это ничего не дает, поскольку указанную
аксиому второго порядка можно рассматривать как аксиомную схему пер-
вого порядка и поэтому для такой аксиоматики можно дать разные модели
с отличной друг от друга кардинальностью одних и тех же множеств.
Выделение из этого набора моделей “минимальной”, которая отвечала бы
намеренной интерпретации, проблематично. Единственный способ избе-
жать такой проблематичности состоит в апеллировании к тому факту, что
указание на натуральные числа ясно и недвусмысленно и что все структу-
ры арифметики изоморфны. Но вряд ли понятия “все свойства” или “все
подмножества” удовлетворяют критерию ясности.

Таким образом, логика второго порядка не избегает релятивистских
обвинений в неясности ее концепций. Но ответ на такого рода обвинения
представляет собой задачу более общего плана, поскольку речь идет о ре-
лятивизме в отношении уже объектного языка. В историческом аспекте
любопытна полемика Сколема с Цермело в отношении возможностей ак-
сиоматического представления теории множеств [29]. Аксиоматизация
Цермело была формализацией второго порядка, в то время как Cколем
пришел к выводу о том, что роль формализации может выполнить только
логика первого порядка, но со всеми вытекающими из этой стратегии не-
приятностями типа релятивизма в понимании концепции множества.
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Среди аксиом Цермело, по замечанию Френкеля и Бар-Хиллела,
наиболее характерной является аксиома выделения (Aussonderungs).
Именно посредством этой аксиомы совершается радикальный отход
от точки зрения, согласно которой каждому условию F(x) соответству-
ет некоторое множество s, такое что ∀ x (x ∈ s ≡ F(x)). Известно, что этаа
точка зрения ведет к парадоксам, и Цермело предложил применять опе-
рацию образования множеств предметов, обладающих некоторым свой-
ством, к уже имеющимся множествам. Цермело делает два ослабления
неограниченной аксиомы свертывания: множество не может задавать-
ся независимо, а всегда должно быть выделено как подмножество уже
заданного множества; кроме того, свойство, по которому множество
выделяется, должно быть определенным. Понятие определенности яв-
ляется одним из наиболее дискутируемых понятий в философии мате-
матики и ее основаниях. В данном случае можно, следуя Сколему, пола-
гать, что определенность означает формулу первого порядка. Более точ-
но, эта аксиома у Цермело имеет следующий вид:

Всякий раз, когда пропозициональная  функция Р(х) определена для
всех элементов множества М, М обладает подмножеством, содер-
жащим те элементы, которые в точности являются элементами х из
М, для которых Р(х) истинно.

При этом Цермело полагал пропозициональную функцию Р(х) оп-
ределенной для области d при условии, что для каждого элемента х из
d “фундаментальные отношения на области, посредством аксиом и уни-
версально принятых законов логики определяют без произвола, спра-
ведливо или нет Р(х)”. Сколем сформулировал отделение как схему,
как пример для каждой формулы языка первого порядка. Именно это
легло в основу канонического представления.

Поскольку Сколем критиковал понятие определенности, Цермело
предпочел дать ему аксиоматическую трактовку, результатом которой
явилось определение в языке второго порядка: если P(g) определенна
для каждой пропозициональной функции g, тогда определенны будут
∀ f (P(f)) и ∃f (P(f)). Цермело полагает базисными сущностями пропози-
циональные функции, поскольку кванторы второго порядка пробегают
над ними. Сколем же считает, что понятия универсального и экзистен-
циального квантора в применении к пропозициональной  функции не-
ясны, и предлагает рассматривать пропозициональные функции аксио-
матически. В этом случае аксиоматика будет первого порядка,
а пропозициональные функции будут играть роль индивидов.
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Шапиро полагает, что спор Цермело и Сколема в конечном счете упи-
рается в два разных понимания того, как в математику вводятся новые
сущности [30]. Один способ – это постулирование сущностей, которые
составляют некоторую реальность. Аксиоматика и формализация при опи-
сании этих сущностей призваны описать уже существующие объекты,
и поэтому какие-то другие интерпретации аксиоматики и формализации
считаются несущественными. Второй способ состоит в задании аксиом, и
сущности, удовлетворяющие этим аксиомам, существуют. В этом случае
вопрос заключается в том, какого рода аксиоматика и формализация ис-
пользуются. Если это аксиомы первого порядка, то тогда невозможно про-
тестовать против нестандартных моделей и, естественно, невозможно
выделить какую-то предпочтительную модель. Такое неявное задание сущ-
ностей приводит к неизоморфности моделей и некатегоричности теории.
Если это аксиомы второго порядка, то тогда получается порочный круг,
поскольку объекты “определяются” с помощью тех же самых объектов.

Таким образом, различие между логикой первого порядка и логикой
второго порядка упирается в различное понимание конструирования ма-
тематических объектов. Одна из версий антиреализма связывает напря-
мую конструирование математического объекта со значением математи-
ческого термина, который призван указывать на соответствующий объект.
С другой стороны, математическая практика может быть отождествлена с
употреблением математического термина. Согласно позднему Виттгенш-
тейну, значение термина не может превзойти его употребления. Известная
реконструкция скептического аргумента Виттгенштейна, осуществленная
Крипке, сводится к тому, что предыдущее употребление выражения не
может рационально ограничить его интерпретации до единственной. Схо-
жий скептический аргумент излагается Патнэмом в его концепции внут-
реннего реализма [31]. Если Виттгенштейн (и его интерпретаторы) пра-
вы, тогда значение не содержит чего-то большего по сравнению с тем, что
можно получить просто в результате рационального размышления по по-
воду употребления выражения. И никакое число данных по поводу упот-
ребления выражения, и никакая, включая аксиоматическую, характерис-
тика этого употребления не могут рационально ограничить число интер-
претаций выражения до единственной.

Скептические аргументы в отношении значения были направлены
против платонистских тенденций в теории значения, потому что противо-
положностью идее Виттгенштейна было бы признание того, что значение
превосходит употребление. Но в этом случае значение не будет доступно
рациональному критерию, который значим при употреблении выражения,



40 В.В. Целищев

а это, в свою очередь, предполагает, что значение должно быть доступно
каким-то прямым образом. Современная эпистемология не признает по-
добного рода прямого доступа к значению, поскольку при таком доступе
оно остается чисто субъективным и личным.

И скептический вызов сколемовского толка, и платонистский аргу-
мент представляются неудовлетворительными. Однако нелегко найти кон-
траргументы в случае скептического вызова. Во-первых, у разных крити-
ков классической теории значения существенно различается аргумента-
ция, и трудно найти общие контраргументы. Во-вторых, не ясно, в какой
степени скептические аргументы, являющиеся обобщением математичес-
ких результатов, являются значимыми для более общего случая языка.

Однако аргументация, связанная теорией значения и теорией ука-
зания, выводит нас за пределы сравнения логики первого порядка
и логики второго порядка. В самом деле, представляет интерес, в ка-
кой степени предпочтение той или иной логики мотивируется чисто
математическими интересами и в какой степени это предпочтение мо-
жет иметь философские мотивы.

Прежде всего следует отметить, что абстрактная постановка пробле-
мы о том, какая логика лучше, бессмысленна с точки зрения проблемно-
ориентированного подхода к основаниям математики. Надо задать воп-
рос о цели применения той или иной логики. Больше того, видимо, не
существует единственной правильной практики такого применения. Мы
имеем в зависимости от поставленной задачи неопределенное число не-
эквивалентных моделей неформальной математической практики.

Можно предположить, что в основе предпочтения логики первого
порядка лежит цель изучения понятия дедуктивной системы. Понятие
доказательства является в этом случае важнейшим, тем более что теорети-
ко-модельное отношение следования “не схватывает” понятия “доказатель-
ство” или даже “доказуемый”. Здесь надо четко выявить те цели и задачи,
которые ставятся при исследовании математической практики. Понятие
классического следования, подразумеваемое очевидным многими фило-
софами, сталкивается с трудностями.

Компактность и нестандартные модели

Важнейшей характеристикой классического следования является ком-
пактность. Отношение следования компактно, если любое следствие бес-
конечного множества посылок есть следствие его конечного подмноже-
ства. Это свойство выглядит довольно естественным, поскольку при анали-
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зе понятия следования мы исходим из понятия вывода истинного за-
ключения из истинных посылок. Обобщения этой идеи просты: следу-
ет допустить истинное заключение из нулевого числа посылок и бес-
конечное число посылок. Имея в виду математическую практику, мож-
но обобщить идею аргумента еще раз – предположить бесконечное
число посылок, поскольку любая посылка может быть удвоена за счет
двойного отрицания, повторения этой операции и т.д.

Наличие у классического следования свойства компактности де-
лает следование более управляемым. При компактности вывод значим,
если и только если заключение следует из конечного числа посылок.
С другой стороны, компактность представляет собой сильное ограни-
чение на выразительные возможности формализмов. Понятие следо-
вания можно рассматривать с синтаксической точки зрения, в рамках
которой следование трактуется как свойство дедуктивной системы.
Желательное свойство дедуктивной системы состоит в том, чтобы до-
казуемые формулы были истинными. Компактность соответствует этому
желательному свойству. Дедуктивная система в данном случае полна.
Однако есть вывод такого рода, в котором следование может рассмат-
риваться с семантической точки зрения. Действительно, пусть у нас
имеется утверждение “для каждого n, A(n) есть логическое следствие
бесконечного множества посылок А(0), А(1), А(2),…, где n – натураль-
ное число”. Интуитивно такой вывод оправдан, но он не обладает свой-
ством компактности и, стало быть, не является частью классической
концепции следования.

Объяснение нарушения классического следования состоит в том, что
логика с компактностью была предназначена для аксиоматизации матема-
тики, т.е. для поиска конечного числа аксиом, из которых может быть вы-
ведена вся содержательная математика. Теорема Геделя о неполноте ариф-
метики показала невозможность такой аксиоматизации. То есть стандарт-
ная модель арифметики, состоящая из чисел 1, 2, 3,…, не может быть пред-
ставлена таким множеством формул, которые характеризовали бы эту
модель точно. Это значит, что такое множество формул имеет различные
неизоморфные модели. Следовательно, категоричность исключает ком-
пактность, но именно компактность требуется теорией доказательства.
Кодификацией такого рода доказательства является логика первого порядка,
а логика второго порядка не имеет свойства компактности.

Главное преимущество языка второго порядка перед языком первого
порядка состоит в том, что арифметика второго порядка позволяет устра-
нить нестандартные модели за счет выражения во второпорядковом языке
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того факта, что стандартная модель является исходным сегментом всех ос-
тальных моделей, и того, что именно в этом сегменте мы и заинтересованы.
Факт этот выражается аксиомой индукции, которая является второпорядко-
вой. Аксиома утверждает, что любое свойство, которым обладает 0, если
оно принадлежит числу n, принадлежит и числу n + 1. Если использовать
для выражения этой аксиомы язык первого порядка, то появляется неяс-
ность в отношении выражения “любое свойство”. В первопорядковой вер-
сии аксиомы используются схематические буквы, пробегающие над под-
множествами, что не исключает появления нестандартных моделей. А се-
мантика языка второго порядка гарантирует, что “любое свойство” означа-
ет на самом деле любое свойство.

Другими словами, логика второго порядка более предпочтительна по
той причине, что понятие следования в ней отвечает интуитивным пред-
ставлениям о значимом заключении аргумента. Полнота логики первого
порядка гарантирует, что правила вывода в ней обеспечивают доказатель-
ство следствий первого порядка, но при этом ряд интуитивных следствий
в ней не проходят. Таким образом, мы имеем два метода исследования
содержательных математических утверждений: теорию доказательства и
теорию моделей. Если в исследовании превалирует теория доказательств,
тогда центральной концепцией является понятие дедуктивной системы.
“Логик будет настаивать на точном соответствии теоретико-модельного
отношения следования и дедуктивного отношения следования”, – замеча-
ет С.Шапиро. В трактовке как исчисления высказываний, так и исчисле-
ния предикатов сначала дается теоретико-модальное изложение, а затем –
теория доказательств. Между тем при использовании формальных языков
мы стремимся к прояснению вопросов онтологии и эпистемологии в ма-
тематическом познании. В этом случае понятие дедуктивной системы не
является центральным. Дело в том, что более важным понятием является
понятие теоретико-модельной интерпретации, т.е. семантика, поскольку
соотношение формального языка и интерпретации представляет соотно-
шение языка и мира. В конечном счете, несмотря на свою специфику, ма-
тематический дискурс есть все-таки дискурс о мире.

Логика первого порядка считается предпочтительной для математи-
ческого дискурса по той причине, что в математике главным является до-
казательство. Теоретико-модельное отношение следования “не схватыва-
ет” понятия доказательства, – действительно, семантическое понятие сле-
дования может быть шире дедуктивного понятия, будучи реализацией
интуитивных представлений. Может создаться парадоксальное положе-
ние, когда семантическое следствие уже принятых результатов окажется
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синтаксически недоказуемым. Такая ситуация погрузит математический
дискурс в хаос и парадоксы. По этой причине сторонники логики первого
порядка, т.е. логики с полнотой, ограничивают математический дискурс
доказательными утверждениями.

Математический дискурс, или математическая практика, заключает-
ся в описании “математической реальности”, намеренной интерпретации
символов. Распространенным методом такого описания является аксио-
матизация. Пусть система аксиом имеет ряд моделей. Если намеренная
интерпретация совпадает с моделью аксиом и если каждая модель совпа-
дает с намеренной интерпретацией, тогда аксиоматизация считается ус-
пешной. Вопрос заключается в том, сводится ли математический дискурс
к дедукции следствий из аксиом. Если дедуктивная система полна, тогда
действительно все содержательные истины будут доказуемы. Это и будет
аргументом в пользу логики первого порядка. Однако Булос [32] обра-
тил внимание на парадоксальную ситуацию с понятием логического
следования в логике первого порядка. Пусть имеется аргумент I в язы-
ке первого порядка, который имеет более или менее короткий вывод I
из посылок в языке второго порядка. Булос приводит такой пример.
Можно дать и теоретико-модельное доказательство, что I значимо
в теоретико-модельной семантике. Так как I – первого порядка и логи-
ка первого порядка полна, существует выведение заключения I из по-
сылок в стандартной дедуктивной системе первого порядка. Булос, од-
нако, показывает, что самое короткое выведение I имеет огромное чис-
ло шагов. Ясно, что если аргумент первого порядка значим, тогда
в этом можно убедиться через вывод в стандартной дедуктивной сис-
теме первого порядка. Однако только что приведенный пример гово-
рит о том, что такой “в принципе” вывод неконструктивен. Более под-
ходящим кандидатом на математический дискурс является открытие
следствий из аксиом в рамках логики второго порядка, тем более что
в рамках логики первого порядка многие теоремы содержательной ма-
тематики не представляют собой следствий из аксиом.

На самом деле ни та, ни другая активность не является подлинно “реп-
резентативной” для математики. Наиболее употребительный прием – вло-
жение исследуемой структуры в более богатую структуру, которая проли-
вает свет на первую. Такой более богатой структурой может служить та же
теория множеств. Так что с точки зрения претензий на большую основа-
тельность в математической практике не выигрывает ни логика первого
порядка, ни логика второго порядка. Все определяется целями математи-
ческого дискурса.
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The paper discusses two concepts of logic and logical consequence. The second-order
logic is compared with the first-order logic in the respect of compactness and non-standard
models. The relativism as philosophical consequence of use of the first-order logic is considered
as a restriction in mathematical discourse.


